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Flir einen normierten Funktionenraum E und einen i-dimensionalen
Teilraum E I von E sei

p(x, Et ) = inf{'lx - ii, Y E Et }

der Minimalabstand des Elementes x von E I • Es ist bekannt, daB es Teilraume
Et gibt, so dal3 p(x,E;) flir alle x E E eine Nullfolge ist. Wie man weil3, hangt
die Geschwindigkeit, mit der p(x, EI ) gegen Null konvergiert, sehr wesentlich
von den Differenzierbarkeitseigenschaften von x abo

Wir werden hier die Konvergenzgeschwindigkeit der Grol3e p(x,E/) unter
suchen flir den Fall, dal3 x ein Element eines nuklearen lokalkonvexen Raumes
E ist. Dabei stellt sich heraus, dal3 es zu jeder stetigen Halbnorm Pu auf E
eine Folge von i-dimensionalen Teilraumen E i von E gibt, so dal3 flir jede
beschdinkte Teilmenge A von E sogar das Supremum sup{p(x, E/), x E A} eine
mindestens schnell fallende Zahlenfolge ist, d.h.

lim i k sup {p(x, Et), x E A} = 0
1-+00

flir alle natiirlichen Zahlen k, genauer: die Folge {sup{p(x,EI ), x E A}, i E I}
ist ein Element des diametralen Folgenraumes von E.

1.1. Es sei E ein lokalkonvexer Raum. U(E) sei ein Fundamentalsystem von
abgeschlossenen absolutkonvexen Nullumgebungen U von E. Flir U E U(E)
sei Pu(x) = inf{-r > 0, x E 'TU} das Minkowski-Funktional von U. Wir bilden
flir U E U(E) den normierten Raum E(U) = E(Pl/{O} mit der Norm Pu.
Ein lokalkonvexer Raum E heil3t nuklear, wenn es zu jedem U E U(E) ein
VE U(E) gibt mit VC U, so dal3 die kanonische Abbildung E(V, U) :E(V)
-+ E(U) nuklear ist, d.h. es gibt lineare Funktionale Ii E E(V)' und Elemente
Yt E E(U) mit

00

L 11/11:. i1Ytll < 00,
I~O

so dal3 flir aBe x E E(V) gilt
00

E(V, U)x = L It(x)Yi·
i~O

Eine Einflihrung in die Theorie der nuklearen Raume findet man in [5].
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1.2. Es sei 1= {O, 1,2, ...} und Peine Menge von Zahlenfolgen a = {a/, i E I}
mit den Eigenschaften

(Fl) FUr alle i E I gilt al ;? O.
(F2) FUr alle i E I gibt es ein a E P mit a/ > O.
(F3) Fiir je zwei Folgen a(l), a(2) E P gibt es eine Folge a E P mit

max(al'),aF) <;; a l •

Dann bildet die Menge aller (reellen oder komplexen) Zahlenfolgen
7] = {7]I, i E I} mit

Pa(7]) = 2, hI! at < CJ)

I

fiir alle a EP einen linearen Raum rp (Folgenraum), der in der durch die
Halbnormen Pa erzeugten lokalkonvexen Topologie vollstiindig ist.

Ein Folgenraum r p ist nach einem Kriterium von Grothendieck und
Pietsch genau dann nuklear, wenn es zu jedem a EP ein 7 EP und eine Folge
f1- = {f1-;, i E /} E I' gibt mit a l <;; f1-/ 71' Dann liiBt sich seine Topologie auch
erzeugen durch das System der Halbnormen

fUraEP.

Ein Folgenraum rp heiBt Potenzreihenraum, wenn es eine Folge von reellen
Zahlen ~I mit 0 <;; (J(o <;; (J(I <;; ... gibt, so daB P aus den Folgen a = {pO", i E I}
mit 0 < P < Po besteht. 1st Po < w (bzw. Po = w), so heiBt r p von endlichem
(bzw. unendlichem) Typus.

Insbesondere bezeichnen wir mit (s) den Raum der schnell fallenden
Zahlenfolgen mit P = {{plog(l+ll, i E I}, 0 < p < x} d.h. P = {{(i + 1)\ iE/},
k E/}.

1.3. FUr zwei Teilmengen A und B eines 10kalkonvexen Raumes Emit
A c B und fUr einen linearen Teilraum E I von Emit dimEI = i sei

o(A, B, Et> = inf{o > 0, A coB + EI }

und
01(A, B) = inf{o(A, B, EI), EI c E, dimEI = i}.

ol(A, B) heiBt i-ter Durchmesser von A beziiglich B.

1.4. Als diametrale Dimension L1 u(E) eines lokalkonvexen Raumes E
bezeichnet man (vgl. [1]) die Gesamtheit aller Zahlenfolgen 0 = {Ol' i E I}
mit der Eigenschaft: FUrjedes 0 E L1 u(E) und fUrjede Nullumgebung U E U(E)
gibt es ein V E U(E) mit VC U, so daB fUr aIle i E I gilt o/(V, U) <;; 01,

Mit Hilfe der diametralen Dimension wird in [7] jedem 10kalkonvexen
Raum E ein Folgenraum, der diametrale Folgenraum Au(E) zugeordnet:

fUr aile 0 E L1 u(E)} .
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Ein lokalkonvexer Raum E ist dann und nur dann nuklear, wenn sem
diametraler Folgenraum Au(E) nuklear ist.

1.5. Sei U E U(E), E; ein linearer Teilraum von Emit dimEi = i und A
eine Teilmenge von U. Dann bezeichnen wir mit

p(x,Pu, E/) = inf{pu(x - y), y E E;}

den Minimalabstand von x zu E; bezliglich der Halbnorm Pu und mit

p(A,pu, E;) = sup {p(x,Pu, £;), x E A}.

2.1. Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir das

LEMMA 1. Fur aile U E U(E), fur jede Teilmenge A von U und fur jeden
endlichdimensionalen Teilraum Ei von E gilt

p(A,Pu, E;) = S(A, U, £}
Beweis. Wir zeigen

(1)

Sei A c SU + E/. Dann gibt es flir aUe x E A ein y E E t mit x - y E SUo Also
ist Pu(x - y) <; S. Dann ist aber auch inf{pu(x - y), y E E t} <; S. Da diese
Aussage flir aUe x E A gilt, ist sup{inf{pu(x - y), y E E;}, x E A} <; S. Daher
gilt flir aUe S > 0 mit A c SU + Ei die Aussage p(A,Pu,E;) <; S. Wir erhalten
also

p(A,h, E/) <; inf{S > 0, A E SU + E;} = S(A, u, £/).

p(A,Pu, Et);. SeA, U, EJ (2)

Flir aUe x E A ist inf{pu(x - y), y E E/} <; p(A,pu, E i ). Da zu jedem x E A eine
MinimaUosung y(x) E £/ existiert mit inf{pu(x - y), y E E t} = Pu(x - y(x»,
ist x E y(x) + p(A,pu, E/)' U. Also ist x E p(A,pu, E;)· U + E i • Diese Aussage
gilt flir aUe x E A. Daher ist A c p(A,pu, Ei ) • U + E/. Daraus folgt

SeA, U, E;) = inf{S > 0, A c SU + E;} ,,;;;; p(A,pu, E}

Damit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen.

2.2. Als einfache FoIgerung aus diesem Lemma erhalten wir den

SATZ 1. Sei E ein nuklearer Raum. Fur aile U E U(E) gibt es eine Folge von
Teilriiumen E/ von E mit dimE/ = i, so daB fur aile beschriinkten Teilmengen
A von E gilt

{p(A,pu, E/), i E I} E Au(E)

das heiBt,fur aile S E Llu(E) gilt

lim Si l p(A,pu, E/) = O.
/-->00
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BClreis. Da ilv(E) nuklear ist, gibt es zu jedem 0 E Ju(E) ein y E Ju(E)
und ein fL E II mit Yi ~ t-ti 0i fUr i E f. Zu der Nullumgebung U bestimmen
wir ein V E U(E) mit 0i( V, U) ~ Yi' Dann gibt es fUr die beschrankte Menge
A ein r> 0 mit A C rV, also ist oi(A, U) ~ rOi(V, U) < rYi und es gilt

L oi(A, U)Oi 1 < r 2: Yi Oil < r 2: fLi < x.
I I I

Fur aile i E f gibt es Teilraume Ei mit dimEi = i, so dal3 gilt p(A,pl" E/) =
8(A, U, E/) ~ 2MA, U). Also gilt

=:: p(A, Pc, Ei) Oil ~ 22: oi(A, U) Oil < 2r 2: /-LI < 'l)

I I 1

Die Folge {p(A,Pu,E,), i E I} gehOrt also zu Al'(E).
Da fUr einen nuklearen Raum E der diametrale Folgenraum Au(E) stets

ein Teilraum von (s) ist, erhalten wir als

KOROLLAR. Fur aile U E U(E) gibt cs eine Folge ron i-dimensionalen Teil
riiumen Ei von E, so dal3/ur jede beschriinkte Teilmenge A von E gilt: Fur aile
naturlichen Zahlen kist

lim i k p(A,pu, Ei) = o.
/---+CXJ

2.3. Fur die praktischen Anwendungen ist die Aussage von Satz I noch
zu schwach. 1st jedoch E ein nuklearer (F)-Raum mit reguUirer Basis, so
lassen sich die Teilraume aus Satz 1 explizit angeben.

Eine Folge von Elementen Xi heil3t eiie Basis des nuklearen (F)-Raumes E,
wenn es fUr jedes X E E eine eindeutig bestimmte Zahlenfolge {1]i' i E f} gibt,
so dal3 die Beziehung

n
X= lim 2: 1],X,

rr->co I~O

besteht.
Eine Basis heil3t regular [2], wenn es ein Fundamentalsystem UD(E) von

absolutkonvexen abgeschlossenen Nullumgebungen gibt, so dal3 fUr aile
U, V E UD(E) die Folge {Pl'(x,)fpv(x,), i E f} monoton ist. Man sieht sofort,
dal3 die Einheitsvektoren in einem Potenzreihenraum eine regulare Basis
bilden.

LEMMA 2. Sei E ein nuklearer (F)-Raum mit reguliirer Basis {x;, i E f}, sei
Ei =spann(xO,xl, ...,X'_I)' Dann gilt: Fur aile U, VE UD(E) mit Vc U ist

Bell'cis. [2].
Aus Satz I und Lemma 2 folgt dann
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SATZ 2. Sei E ein nuklearer (F)-Raum mit reguliirer Basis {x;, i E I}. Sei
E1 = spann(xO,xI'" .,Xi _ I). Danngiltfiir aIle U E UD(E) undfiiraIle beschriink
ten Teilmengen A von E

3. Wir geben nun einige Beispiele l an:

3.1. 6"[-1,1] sei der lineare Raum der auf dem abgeschlossenen Intervall
[-1,1] beliebig oft differenzierbaren reellen oder komplexen Funktionen.
6"[-1,1] wird zu einem nuklearen Raum, wenn man die Topologie erzeugt
durch das System der Normen

plx) = max max IX(k)(t)l.
O<:;k<:;n Itl<:; I

Der diametrale Folgenraum von 6"[-1,1] ist (s). Da die Tschebyschew
Polynome Tlt) = cos(narccost) in 6"[-1,1] eine reguUire Basis bilden, gilt
nach Satz 2 fUr Ei = spann(To,TI, ...,Ti _ I), fUr jede beschrankte Menge A
von 6''[-1,1] und fUr alle k, n E {O, 1,2, ...}

lim i k p(A, Pm Ei ) = O.
i~Xl

FUr n = 0 erhalt man einen Satz von Jackson (vgl. Meinardus [3]).

3.2. Der Raum Y aIler auf R beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit

sn(x) = ~~f {(l + t 2)n kt IX(k)(t)I} < XJ

ist ein nuklearer Raum, wenn man ihn mit der aus den Normen Sn gewonnenen
Topologie versieht. Y ist isomorph (s), also ist Au(Y) = (s). Die Hermiteschen
Funktionen

dn

h (t) = et2i2 _ e-t2

n dt n

bilden eine regulare Basis fUr Y. Wir setzen Ei = spann (ho, .. .,hi _ I ). Also
gilt nach Satz 2 fUr aIle beschrankten Teilmengen A von E und fUr aIle k,
n E {a, 1,2, ...}

lim i k p(A, Sm Ei ) = O.
i-->=<>

3.3. Der Raum d(G) der in einer offenen Menge G der endlichen komplexen
Ebene holomorphen Funktionen wird zu einem nuklearen Raum, wenn man
seine Topologie erzeugt durch das System der Normen

PK(f) = max{lf(z)l, z E K}

I Die hier aufgefiihrten Beispiele von nuklearen Raumen findet man in [4], [5].
6
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wo K die Gesamtheit der kompakten Teilmengen von G durchHiuft. 1st
insbesondere GR = {z E C, Iz! < R}, so ist d(GR ) isomorph dem Potenzreihen
raum

T= {h. i E I}, t !'lJil r i < T; fUr 0 < r < R).

Die diametrale Dimension LJU(d(GR )) ist daher (vgI. [5]) die Menge aller
positiven Zahlenfolgen mit der Eigenschaft: Fiir aIle q mit 0 < q < I gilt
sUP{oilqi, i E I} < oc:. In d(GR ) bilden die Potenzen I, Z, Z2, ... eine reguliire
Basis. 1st Ei = spann(l,z, ... ,zi-l), 50 gilt nach Satz 2 fUr jede beschriinkte
Teilmenge A, fUr jede kompakte Teilmenge K von GR und fUr aIle
oE LJU(d(GR ))

lim Oil P(A,PK' E1) = O.
/~

3.4. Der lineare Raum C§m der ganzen Funktionen cp(z) = CP(ZI'" o,zm) von
In komplexen Veriinderlichen wird zu einem nuklearen Raum, wenn man
seine Topologie erzeugt durch das System der Normen

Pn(CP) = {SUP{lcp(z)/, J~I IZjI2,;;;; n}
C§m ist isomorph dem Potenzreihenraum

T= {{'lJ/> i E I}, f l'lJil r il/m < Xl fUr 0 < r < oo}.

Daher ist Au(C§m) = T, und C§m besitzt eine reguliire Basis CPk' 1st Ei =
spann (CPo, CPI,"" CPi-I), so gilt nach Satz 2 fUr aIle beschriinkten Teilmengen
A von C§m, fUr aIle k, n E {O, 1,2, ...}

lim ri~m p(A,PmEj) = 0
/~

fUr aIle r> O.

3.5. Der lineare Raum C§am der ganzen Funktionen cp(z) der Ordnung
a < 00 von In Veriinderlichen wird zu einem nuklearen Raum, wenn man
seine Topologie erzeugt durch das System der Normen

Pn(CP) = 5up{lcp(z)/ exp(_lz[a-d.'nn

C§amist isomorph dem Potenzreihenraum

{{'lJ/' i E I}, t 1'lJt! ril/mlogj < w, 0< r < I}
und besitzt daher eine reguliire Basis CPk'

Die diametrale Dimension LJ u(C§am) ist daher die Menge aIler positiven
Zahlenfolgen 0 mit der Eigenschaft: Fiir aIle q mit 0 < q < I gilt

sup{oilqll/mlogi, i E I} < 00.
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Also gilt nach Satz 2 fUr E; = spann(CPO,CPI, ... ,<Pi_I), fUr aIle beschrankten
Teilmengen A von ':§am, fUr aIle 0 E L1 u(,:§am) und fUr aIle naturlichen Zahlen n

lim Oil p(A,Pm Ei ) = O.
i-l'-C(l

3.6. Auf einer offenen Menge G des n-dimensionalen euklidischen Raumes
sei durch

n 0 ( 0 )
Lx = 2: ot lXik(t) ot x(t)

i, k~1 i k

ein Differentialausdruck gegeben, dessen meBbare Koeffizienten der Ellip
tizitatsbedingung

n n n

Y L l7Jd 2
.;;; L lXik(t)7];iik';;; JL(t) L I7Jd 2

1~1 1.'k=11 l~l

genugen. Dabei soIlen y eine positive Konstante und JL eine lokal p-integrable
Funktion mit P > nl2 sein. Dann ist nach Pietsch [6] der Losungsraum

.ArL(G) = {x, Lx = O}.

ein nuklearer Raum, wenn man ihn mit der aus den Halbnormen

PK(x) = max{lx(t)l, t E K}

erzeugten lokalkonvexen Topologie versieht (K durchlaufe die kompakten
Teilmengen von G). Aus dem Korollar zu Satz 1folgt dann, daB i-dimensionale
Teilraume Ei von ,A"L(G) existieren mit der Eigenschaft: Fur jede beschrankte
Teilmenge A von .;VL(G), fUr jede kompakte Teilmenge K von G und fUr aIle
nattirlichen Zahlen k gilt

lim i k P(A,PK, Ei ) = O.
i--+X)

3.7. Weitere Beispiele fUr nukleare Raume findet man in den Arbeiten von
Wloka [9]. Triebel [8] behandelt Losungsraume von singularen Differential
operatoren.
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